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1 作业讲评

3.2.5 这里只考虑离散型:

P

(
n∑

r=1

Xr ⩾ x

)
=

∑
a1+···+an⩾x

P(X1 = a1, X2 = a2, · · · , Xn = an)

=
∑

a1+···+an⩾x

P(X1 = a1)P(X2 = a2) · · ·P(Xn = an)

=
∑

a1+···+an⩾x

P(X1 = −a1)P(X2 = −a2) · · ·P(Xn = −an)

=
∑

−a1−···−an⩽−x

P(X1 = −a1)P(X2 = −a2) · · ·P(Xn = −an)

=
∑

−a1−···−an⩽−x

P(X1 = −a1, X2 = −a2, · · · , Xn = −an)

= P

(
n∑

r=1

Xr ⩽ −x

)
.

补充: 连续型类似 (只不过变成 joint density function 以及转化为积分形式表示). 一般情况较难处
理, 这里不作要求. 大致思路: 只需考虑 n = 2, 一般情形归纳即可. 而

{X1 +X2 > x} =
⋃

q1,q2∈Q
q1+q2>x

{X1 ⩾ q1, X2 ⩾ q2}

将 −x 替换成 x, 先分别说明两者对应的集合概率测度相等, 然后再说明并起来后集合概率测度相
等. 有限并无需赘言, 无限并可用集合升链的概率测度收敛的性质 (反复拆分 + 合并).

3.3.3 (a) 使用方差的线性运算需要验证独立性.
0个人主页: http://home.ustc.edu.cn/~zyx240014/.
发现错误欢迎联系: zyx240014@mail.ustc.edu.cn.
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补充题 1 X ∼ P (λ), 求 k 为何值时, P(X = k) 最大？

解. 注意到
P(X = k + 1)

P(X = k)
=

λ

k + 1
,

P(X = k)

P(X = k − 1)
=
λ

k
.

可知 k = [λ] 时, P(X = k) 最大. (若 λ 为整数, 则两头可同时取到)

补充题 2 先掷一次均匀骰子, 再抛均匀硬币, 硬币抛掷次数为掷出的骰子点数. 求硬币正面个数
H 的分布列.

补充题 3 随机变量 X ∼ B(n, p), 求 E[X3].

解. 利用

E[X] = np, E[X(X − 1)] = n(n− 1)p2, E[X(X − 1)(X − 2)] = n(n− 1)(n− 2)p3

可得

E[X3] = E[X(X − 1)(X − 2)] + 3E[X(X − 1)] + E[X] = n(n− 1)(n− 2)p3 + 3n(n− 1)p2 + np.

另解. 先做分解:

X = X1 +X2 + · · ·+Xn, Xr i.i.d ∼ B(1, p), r = 1, · · · , n.

因此, 我们有

E[X3] = E[(X1 +X2 + · · ·+Xn)
3] =

∑
1⩽i,j,k⩽n

E[XiXjXk]

=
∑

1⩽i=j=k⩽n

E[X3
i ] =

∑
1⩽i,j⩽n

i ̸=j

E[X2
iXj] +

∑
1⩽i,j,k⩽n
i ̸=j ̸=k

E[XiXjXk]

=
n∑

k=1

E[X3
k ] + 6

∑
1⩽i<j⩽n

E[X2
i ]E[Xj] + 6

∑
1⩽i<j<k⩽n

E[Xi]E[Xj]E[Xk]

= np+ 3n(n− 1)p2 + n(n− 1)(n− 2)p3.
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2 专题选讲

2.1 组合恒等式

引理 2.1. 我们有

(1)
(
n

k

)
=

(
n

n− k

)
(0 ⩽ k ⩽ n).

(2) k

(
n

k

)
= n

(
n− 1

k − 1

)
.

(3)
(
n

m

)
+

(
n

m+ 1

)
=

(
n+ 1

m+ 1

)
提示. (3) 即为 n+ 1 个盒子选出 m+ 1 个的组合总数, 考虑最后一个是否被选出, 两种情况的组合
总数相加即可.

定理 2.1 (二项式定理). 对 ∀x ∈ R 及 n ∈ N∗, 有

(1 + x)n =
n∑

i=0

(
n

i

)
xi.

提示. 归纳. 利用引理 2.1(3), 我们有

(1+x)n = (1+x)·(1+x)n−1 = (1+x)
n−1∑
i=0

(
n− 1

i

)
xi =

n−1∑
i=1

((
n− 1

i

)
+

(
n− 1

i− 1

))
xi+1+xn =

n∑
i=0

(
n

i

)
xi.

引理 2.2. 利用上述引理和定理, 我们得到

(1)
n∑

k=0

(
n

k

)
= 2n.

(2)
∑

0⩽k⩽n
k为偶数

(
n

k

)
=
∑

0⩽k⩽n
k为奇数

(
n

k

)
= 2n−1.

(3)
(
m+ n

k

)
=

k∑
i=0

(
m

i

)(
n

k − i

)
. 特别地,

(
2n

n

)
=

n∑
i=0

(
n

i

)(
n

n− i

)
=

n∑
i=0

(
n

i

)2

.

(4)
n∑

k=0

k

(
n

k

)
= n2n−1.

(5)
n∑

k=m

(
k

m

)
=

(
n+ 1

m+ 1

)
.

(6)
n∑

k=0

(
m+ k

k

)
=

(
m+ n+ 1

n

)
.
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提示. (1) (2) 对 (1 + x)n 运用二项式定理, 分别取 x = 1,−1 即可. (3) 注意到 (1 + x)m+n =

(1 + x)m(1 + x)n, 分别运用二项式定理, 考察等式两边 xk 项的系数. (4)(1 + x)n =
n∑

i=0

(
n

i

)
xi 两侧

对 x 求导, 并取 x = 1 即可. (5) (6) 利用引理 2.1(3) 归纳即可.

例 2.1. 设 n ≥ m. 证明:
m∑
k=0

(
m

k

)(
n+ k

m

)
=

m∑
k=0

(
m

k

)(
n

k

)
2k.

证明.
m∑
k=0

(
m

k

)(
n+ k

m

)
= [xm](1 + x)n

m∑
k=0

(
m

k

)
(1 + x)k = [xm](1 + x)n(2 + x)m

= [xm](1 + x)n
m∑
k=0

(
m

k

)
2kxm−k

=
m∑
k=0

(
m

k

)(
n

k

)
2k.

其中 ‘‘[xm]f(x)” 表示 f(x) 中项 xm 的系数.

注. 也可以用组合方法 (实质是通过带有二项式定理的代数方法来编故事 (bushi ):
已知 m 个男孩和 n 个女孩, 并满足条件:

(1) 给一些 (数量未知) 男孩吃苹果;

(2) 从所有人中选出 m 个人吃梨;

(3) 吃了梨的男孩必须也吃了苹果.

假设每个苹果 (梨) 不作区分, 每个人至多拿 1 个苹果及 1 个梨. 问一共有多少种符合条件的分法?

一方面, 设 (1) 中给 k 个男孩苹果, 其分法有
(
m

k

)
种, 由 (3) 知, 另外没吃苹果的 m− k 个男

孩不可能吃梨, 结合 (2), 剩下梨的分法有
(
n+ k

m

)
种. 对 k 累加得

m∑
k=0

(
m

k

)(
n+ k

m

)
.

另一方面,设 (2)中给 k个女孩梨,则给m−k个男孩梨. 分法分别为
(
n

k

)
和

(
m

m− k

)
=

(
m

k

)
种. 由 (3)知吃了梨的男孩一定吃了苹果. 剩下 k 个男孩可以吃苹果也可以不吃苹果, 分法共 2k 种.
对 k 累加得

m∑
k=0

(
m

k

)(
n

k

)
2k.
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2.2 示性函数与概率论

示性函数: IA(ω) =

 1, ω ∈ A,

0, ω /∈ A.
, 是一种随机变量. 例子: B(1, p). 先从集合的观点看起:

引理 2.3. 对集合 A,B,Aj(j ∈ J), 有

(1) IkA = IA(k ∈ N∗).

(2) IA∩B = IAIB, IAc = 1− IA, IA∪B = IA + IB − IAIB, IA\B = IA(1− IB).

(3) IA∆B = |IA − IB|.

(4) I∪
j Aj

= 1−
∏
j∈J

(1− IAj
).

提示. (4) 利用 De.Morgan 法则:
⋃
i∈I

Ai =

(⋂
i∈I

Ac
i

)c

.

转化方式:

(1) 对事件 A, P(A) = E[IA], 且有 E[IA] = E[IkA](k ∈ N∗), 算方差时取 k = 2.

(2) 分解成其他的随机变量之和. 例如: 对离散型随机变量 X, 有 X =
∑
x

xI{X=x} 及

E[X] =
∑
x

xP(X = x) =
∑
x

xE[I{X=x}] = E[
∑
x

xI{X=x}].

也可以分解成若干示性函数的和. 由此可用来计算方差或其他 k 阶矩 (参考作业题 3.3.3(a)).

动机: 利用期望的性质, 尤其是线性性.

引理 2.4. 对非负整值随机变量 X, 有

E[X] =
∞∑
n=0

P(X > n).

证明. 利用 Fubini 定理, 我们有

E[X] = E[
X−1∑
n=0

1] = E[
∞∑
n=0

I{X>n}]
Fubini
=====

∞∑
n=0

E[I{X>n}] =
∞∑
n=0

P(X > n).

注. 求分布列的常见转化方法:

P(X = n) = P(X ⩾ n)− P(X ⩾ n+ 1) = P(X ⩽ n)− P(X ⩽ n− 1)
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P(X = m,Y = n) = P(X ⩾ m,Y ⩾ n)− P(X ⩾ m+ 1, Y ⩾ n)− P(X ⩾ m,Y ⩾ n+ 1)

+ P(X ⩾ m+ 1, Y ⩾ n+ 1)

= P(X ⩾ m,Y ⩽ n)− P(X ⩾ m+ 1, Y ⩽ n)− P(X ⩾ m,Y ⩽ n− 1)

+ P(X ⩾ m+ 1, Y ⩽ n− 1).

例 2.2. 利用引理 2.3 (4), 证明Jordan 公式:

P

(
n⋃

i=1

Ai

)
=

n∑
k=1

(−1)k−1
∑

1⩽i1<···<ik⩽n

P(Ai1 · · ·Aik).

证明. 利用

I∪
j Aj

= 1−
∏
j∈J

(1− IAj
) =

n∑
k=1

(−1)k−1
∑

1⩽i1<···<ik⩽n

IAi1
· · · IAik

=
n∑

k=1

(−1)k−1
∑

1⩽i1<···<ik⩽n

IAi1
∩···∩IAik

,

两边同时取期望并利用期望的线性性即得.

例 2.3. 一座楼共 n 层, 有一个载有 m 人的升降电梯在这 n 层楼里停靠若干次, 每个人随机选择一
层楼停靠. 求电梯平均停靠的总次数.

解. 记 T 为电梯停靠的次数, 直接求 T 的分布非常困难, 但我们可以将其分解成 n 个示性函数之

和:
T = IA1 + · · ·+ IAn ,

其中事件 Ai 表示第 i 层楼有人停. 故有

E[T ] =
n∑

i=1

E[IAi
] =

n∑
i=1

P(Ai) =
n∑

i=1

(
1−

(
n− 1

n

)m)
= n

(
1−

(
1− 1

n

)m)
.

2.3 条件期望的应用

定义 2.1. 设
ψ(x) := E[Y |X = x] =

∑
y

yfY |X(y|x).

称 ψ(X) 为 Y 关于 X 的条件期望, 记 E[Y |X].

注. E[Y |X] 为一个与 X 有关的随机变量. 由定义知, 求条件期望 E[Y |X] 时往往先求 E[Y |X = x]

的表达式, 再用 X 代替表达式里的 x, 得到的新表达式即为 E[Y |X].

定理 2.2. 设 X,Y 为离散型随机变量, 则有

E[E[Y |X]] = E[Y ].
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例 2.4. 多项分布: X = (X1, · · · , Xr). P(X1 = k1, · · · , Xr = kr) =
n!

k1! · · · kr!
pk11 · · · pkrr ,

r∑
i=1

ki = n,
r∑

i=1

pi = 1 且 pi > 0. 现对 i ̸= j,

(1) 求 Cov(Xi, Xj), ρ(Xi, Xj).

(2) 求 E[Xj|Xi > 0].

解. (1) 由题意得, Xi ∼ B(n, pi), Xi +Xj ∼ B(n, pi + pj). 故有

E[Xi] = npi, E[Xi+Xj] = n(pi+pj), V ar(Xi) = npi(1−pi), V ar(Xi+Xj) = n(pi+pj)(1−pi−pj).

再利用 V ar(Xi +Xj) = V ar(Xi) + V ar(Xj) + 2Cov(Xi, Xj), 得

Cov(Xi, Xj) = −npipj, ρ(Xi, Xj) =
−npi · npj√

npi(1− pi)npj(1− pj)
= −

√
pipj

(1− pi)(1− pj)
.

(2) 利用条件期望的性质, 我们有

E[Xj] = E[E[Xj|Xi]] = E[Xj|Xi > 0]P(Xi > 0) + E[Xj|Xi = 0]P(Xi = 0).

而

P(Xj = k|Xi = 0) =
P(Xj = k,Xi = 0)

P(Xi = 0)
=

n!

k!0!(n− k)!
pkjp

0
i (1− pi − pj)

n−k · 1

(1− pi)n

=

(
n

k

)(
pj

1− pi

)k (
1− pj

1− pi

)n−k

.

因此,
E[Xj|Xi = 0] =

npj
1− pi

.

利用 E[Xj] = npj, P(Xi = 0) = (1− pi)
n, P(Xi > 0) = 1− (1− pi)

n, 有

E[Xj|Xi > 0] =
npj(1− (1− pi)

n−1)

1− (1− pi)n
.

注. 补充协方差中两个很有用的结论:

1. V ar
(

n∑
i=1

Xi

)
=

n∑
i=1

V ar(Xi) + 2
∑

1⩽i<j⩽n

Cov(Xi, Xj).

2. 双线性性: Cov(aX + bY, Z) = aCov(X,Z) + bCov(Y, Z), Cov(X, aY + bZ) = aCov(X,Y ) +

bCov(X,Z).

我们可以从 “投影” 的角度理解条件期望, 下面事实说明 E[Y |X] = arg min
g(x)

E[(Y − g(x))2]. 换

言之, 假设 “X” 是你已知的信息, 此时 “Y ” 可以做最好的估计:
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例 2.5. 设 (X,Y ) 是联合离散随机向量, X 与 Y 的二阶矩存在, 记 ψ(X) := E[Y |X]. 若 g 为可测

函数且 g(X) 的二阶矩存在, 证明:

E[(Y − ψ(X))2] ⩽ E[(Y − g(X))2]

解. 我们有

E[(Y − g(X))2] = E[(Y − ψ(X) + ψ(X)− g(X))2]

= E[(Y − ψ(X))2] + 2E[(Y − ψ(X))(ψ(X)− g(X))] + E[(Y − g(X))2].

利用 E[(Y − g(X))2] ⩾ 0 以及

E[(Y − ψ(X))(ψ(X)− g(X))] = E[E[(Y − ψ(X))(ψ(X)− g(X))|X]]

= E[(ψ(X)− g(X))E[(Y − ψ(X))|X]]

= E[(ψ(X)− g(X))(E[Y |X]− ψ(X))]

= 0.

注. 类似地, 我们亦可以从 “投影” 的角度理解方差: V ar(X) = min
a∈R

E[(X − a)2]. 因为

E[(X − a)2] = a2 − 2aE[X] + E[X2] = (a− E[X])2 + V ar(X) ⩾ V ar(X),

等号当且仅当 a = E[X] 时取等, 此时即为 V ar(X) 的形式.

例 2.6. 独立重复地掷一个均匀骰子, 按序记录投掷的点数. 记 τij 表示首次出现 ‘‘ij” 时骰子已投
掷的总次数, 其中 1 ⩽ i, j ⩽ 6. 求 E[τ11],E[τ12].

解. 记 N1, N2 分别表示第 1, 2 次骰子投掷的点数, τi 表示首次出现 ‘‘i” 时骰子已投掷的总次数, 则
有

E[τ11] = E[E[τ11|N1]] = E[τ11|N1 = 1]P(N1 = 1) + E[τ11|N1 ̸= 1]P(N1 ̸= 1)

= E[E[τ11|N1 = 1, N2]] ·
1

6
+ (1 + E[τ11]) ·

5

6

= (E[τ11|N1 = 1, N2 = 1]P(N2 = 1) + E[τ11|N1 = 1, N2 ̸= 1]P(N2 ̸= 1)) · 1
6
+ (1 + E[τ11]) ·

5

6

=

(
2 · 1

6
+ (2 + E[τ11]) ·

5

6

)
· 1
6
+ (1 + E[τ11]) ·

5

6

=
35

36
E[τ11] +

7

6

因此

E[τ11] = 42.
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类似地, 有

E[τ12] = E[E[τ12|N1]] = E[τ12|N1 = 1]P(N1 = 1) + E[τ12|N1 ̸= 1]P(N1 ̸= 1)

= E[τ12|N1 = 1] · 1
6
+ (1 + E[τ12]) ·

5

6
.

同时, 我们有

E[τ12|N1 = 1] = E[E[τ12|N1 = 1, N2]]

= E[τ12|N1 = 1, N2 = 1]P(N2 = 1) + E[τ12|N1 = 1, N2 = 2]P(N2 = 2)

+ E[τ12|N1 = 1, N2 ̸= 1, 2]P(N2 ̸= 1, 2)

= (1 + E[τ12|N1 = 1]) · 1
6
+ 2 · 1

6
+ (2 + E[τ12]) ·

4

6

=
1

6
E[τ12|N1 = 1] +

2

3
E[τ12] +

11

6
.

将上述两式联立可得, E[τ12] = 36.

2.4 概率方法举例

例 2.7 (涂色问题). 平面上的 n 个点和连接各点之间的连线叫做一个完全图, 记作 G. 点称作图的

顶点, 顶点之间的连线叫做边, 共有
(
n

2

)
条. 给定一个整数 k, G 中任意 k 个顶点连同相应的边构

成一个有 k 个顶点的完全子图, G 中共有
(
n

k

)
个这样的子图, 记作 Gi, i = 1, · · · ,

(
n

k

)
. 现将图 G

的每条边涂成红色或蓝色. 当
(
n

k

)
< 2

k(k−1)
2

−1 时, 问: 是否有一种涂色方法, 使得没有一个子图 Gi

的

(
k

2

)
条边是同一颜色的.

解. 我们对 G 的边进行随机涂色, 每条边为红色和蓝色的概率是 1

2
. 记事件 Ai 表示子图 Gi 各边的

颜色相同, 则
(n
k
)⋂

i=1

Ac
i 表示没有一个子图 Gi 的

(
k

2

)
条边是同一颜色的. 利用

P(Ai) = P(Gi的各边均为红色) + P(Gi的各边均为蓝色) =
2

2(
k
2
)
= 2−

k(k−1)
2

+1

及

(
n

k

)
< 2

k(k−1)
2

−1, 有

P

(n
k
)⋃

i=1

Ai

 ⩽
(n
k
)∑

i=1

P(Ai) =

(
n

k

)
2−

k(k−1)
2

+1 < 1

故 P

(n
k
)⋂

i=1

Ac
i

 > 0. 从而存在一种涂色方法, 使得没有一个子图 Gi 的

(
k

2

)
条边是同一颜色的.
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例 2.8 (Balancing vectors). 设向量 v1,v2, · · · ,vn ∈ Rn.

(1) 若对任意 1 ⩽ i ⩽ n 满足 |vi| = 1. 证明: 存在 εi ∈ {−1, 1}, 使得∣∣∣∣∣
n∑

i=1

εivi

∣∣∣∣∣ ⩽ √
n (这里换成 ⩾亦成立).

(2) 若对任意 1 ⩽ i ⩽ n 满足 |vi| ⩽ 1. 对 w =
n∑

i=1

pivi, 其中 pi ∈ [0, 1]. 证明: 存在 εi ∈ {0, 1}, 使

得 ∣∣∣∣∣
n∑

i=1

εivi −w

∣∣∣∣∣ ⩽
√
n

2
.

证明. (1) 令 εi i.i.d 且满足 P(εi = 1) = P(εi = −1) =
1

2
. 记 X =

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

εivi

∣∣∣∣∣. 则有
E[X2] =

∑
1⩽i,j⩽n

vi · vjE[εiεj] =
n∑

i=1

vi · viE[ε2i ] +
∑

1⩽i ̸=j⩽n

vi · vjE[εi]E[εj] =
n∑

i=1

|vi|2

= n.

因此, 一定存在 εi ∈ {−1, 1}, 使得 ∣∣∣∣∣
n∑

i=1

εivi

∣∣∣∣∣ ⩽ √
n.

(2) 令 εi 相互独立且满足 P(εi = 1) = pi,P(εi = 0) = 1− pi. 记 X =

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

εivi −w

∣∣∣∣∣. 注意到
X2 =

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

(εi − pi)vi

∣∣∣∣∣
2

=
∑

1⩽i,j⩽n

vi · vj(εi − pi)(εj − pj).

因此有

E[X2] =
∑

1⩽i,j⩽n

vi · vjE[(εi − pi)(εj − pj)]

=
n∑

i=1

vi · viE[(εi − pi)
2] +

∑
1⩽i ̸=j⩽n

vi · vjE[(εi − pi)]E[(εj − pj)]

=
n∑

i=1

|vi|2V ar(εi) ⩽
n∑

i=1

|vi|2

4

⩽ n

4
.

故一定存在 εi ∈ {0, 1}, 使得 ∣∣∣∣∣
n∑

i=1

εivi −w

∣∣∣∣∣ ⩽
√
n

2
.
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例 2.9 (Erdös, 1965. 组合数论). 证明: 对每个非零整数集合 B = {b1, · · · , bn}, 都存在一个 sum-
free 子集 A, 使得 |A| > n

3
. 其中 sum-free 集 A 指的是: 不存在 a1, a2, a3 ∈ A, 使得 a1 + a2 = a3.

证明. 令 p 为 3k+ 2 型素数且满足 p > 2 max
1⩽i⩽n

|bi|, 设 C = {k + 1, k + 2, · · · , 2k + 1}, 可知 C 是 Zp

的 sum-free 子集且满足
|C|
p− 1

=
k + 1

3k + 1
>

1

3
.

现在 {1, 2, · · · , p− 1} 中随机均匀选取整数 x, 并定义 di ≡ xbi(mod p), 1 ⩽ di ⩽ p − 1. 我们知道,
对固定的 bi, 让 x 取遍 1, 2, · · · , p− 1, 则 di 取遍 Zp 中的非零元, 因此

P({di ∈ C}) = |C|
p− 1

>
1

3
.

所以 |B| 中满足 {di ∈ C} 所对应的元素 bi 的总数的期望值大于
n

3
. 因此, 存在 1 ⩽ x ⩽ p − 1, 使

得 B 中有一个子集 A 满足 |A| > n

3
且

xa ≡ (mod p) ∈ C, ∀a ∈ A.

最后证明 A 是 sum-free 的. 否则, 若存在 a1, a2, a3 ∈ A, 使得 a1 + a2 = a3, 则有

xa1 + xa2 ≡ xa3(mod p),

这与 C 是 Zp 的 sum-free 子集相矛盾. 这样我们就完成了证明.

3 补充习题

1 自行求解第 2 次习题课讲义例 2.4 的条件期望 E[X|X + Y ].

2 用示性函数的方法证明 Waring 公式(详见 Grimmett 1.8.13)

3 小朋友 A 有 N 块积木, N 服从参数为 λ 的泊松分布, 每块积木由小朋友 B 独立地以
1

2
的概

率拿走. 记小朋友 B 拿走的积木块数为 K, 求 E[K],E[N |K].

解. 我们有
E[K] = E[E[K|N ]] = E[

1

2
N ] =

1

2
E[N ] =

λ

2
.

以上也可利用泊松分布在随机选择下的不变性 (见第 2 次习题课讲义) 得到 K ∼ P

(
λ

2

)
. 而

P(N = n) =
λn

n!
e−λ, P(K = k|N = n) =

n!

k!(n− k)!

(
1

2

)n

.

所以

P(N = n|K = k) =
P(K = k|N = n)P(N = n)

P(K = k)
=

n!
k!(n−k)!

(
1
2

)n · λn

n!
e−λ

(λ
2
)k

k!
e−λ/2

=
(λ
2
)n−k

(n− k)!
e−λ/2.
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因此

E[N |K = k] =
∞∑
n=k

nP(N = n|K = k) =
∞∑
n=k

(n− k + k)
(λ
2
)n−k

(n− k)!
e−λ/2 = k +

λ

2
.

故 E[N |K] = K +
λ

2
.

4 一个瓮包括了 b 个蓝球和 r 个红球.

(1) 在瓮中随机取球, 直到第一个蓝球被取出后停止. 证明取出的总球数的期望值是 b+ r + 1

b+ 1
.

(2) 在瓮中随机取球, 直到某一种颜色的球都被取出后停止. 求瓮中取出的总球数的期望值.

解. (1) 记 X 表示取出的总球数, 在装有 b 个蓝球和 r 个红球的瓮下记 Mb,r = E[X], 并令 Y =

I{取出的第一个球是蓝球}, 则有

Mb,r = E[X] = E[E[X|Y ]] = E[X|Y = 0]P(Y = 0) + E[X|Y = 1]P(Y = 1) =
r

b+ r
(1 +Mb,r−1) +

b

b+ r

= 1 +
r

b+ r
Mb,r−1,

利用 Mb,0 = 1, 可归纳得
Mb,r =

b+ r + 1

b+ 1
(细节请自行补充).

(2) 令 M 为过程停止时瓮中取出的总球数, Br 为移走所有红球时剩下的蓝球数量, Bb 为移走所有

蓝球时剩下的红球数量. 则
Br +Bb +M = b+ r.

假设我们把瓮中所有的球取出并按序排好, 记到第一个蓝球被取出后取出的红球数为 Tr, 由 (1) 知

E[Tr] =
b+ r + 1

b+ 1
− 1 =

r

b+ 1
, 利用头尾对称性可知

E[Bb] = E[Tr] =
r

b+ 1
.

同理, E[Br] =
b

r + 1
. 所以

E[M ] = b+ r − E[Br]− E[Bb] =
br

b+ 1
+

br

r + 1
.

注. (1) 也可以用 E[X] =
∞∑
n=0

P(X > n) 来求解, 或者同 (2) 把所有的球取出并按序排好然后考虑插

空.
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5 证明:
V ar(Y ) = E[V ar(Y |X)] + V ar(E[Y |X])

注. 这里定义条件方差:
V ar(Y |X) = E[Y 2|X]− (E[Y |X])2.

解. 一方面, 有

E[V ar(Y |X)] = E[E[Y 2|X]]− E[(E[Y |X])2] = E[Y 2]− E[(E[Y |X])2].

另一方面, 有

V ar(E[Y |X]) = E[(E[Y |X])2]− (E[E[Y |X]])2 = E[(E[Y |X])2]− (E[Y ])2.

上述两式相加即得证.

6 Grimmett 3.11.15, 3.11.36

7 给定 b > a > 0, 离散随机变量 X 取值于区间 [a, b].

(1) 证明: V ar(X) ⩽ (b− a)2

4
.

(2) 求 E[X]E[
1

X
] 的取值范围.

解. (1) 利用方差的 “投影” 性质及
∣∣∣∣X − a+ b

2

∣∣∣∣ ⩽ b− a

2
, 我们有

V ar(X) = min
t∈R

E[(X − t)2] ⩽ E[(X − a+ b

2
)2] ⩽ (b− a)2

4
.

或者考虑中心化: Y = X − b+ a

2
, 则 −b− a

2
⩽ Y ⩽ b− a

2
. 因此

V ar(X) = V ar(Y ) ⩽ E[Y 2] ⩽ (b− a)2

4
.

(2) 一方面, 由 Cauchy-Schwarz 不等式, 我们有

E[X]E[
1

X
] ⩾ (E[

√
X · 1√

X
]) = 1,

当 X 为常值时等号成立. 另一方面, 注意到 Cov

(
X,

1

X

)
= 1− E[X]E[

1

X
], 而

∣∣∣∣Cov(X, 1X
)∣∣∣∣ ⩽

√
V ar(X)V ar

(
1

X

)
⩽

√
(b− a)2

4
·
( 1
a
− 1

b
)2

4
=

(b− a)2

4ab
,

因此

1− E[X]E[
1

X
] ⩾ −(b− a)2

4ab
=⇒ E[X]E[

1

X
] ⩽ (a+ b)2

4ab
,

当 P(X = a) = P(X = b) =
1

2
时等号成立.
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